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Sea x € R. Demostrar por induccién las siguientes igualdades;

sin(z)(sin(x) + sin(3z) + - - - +sin((2n — 1)z)) = sin*(nx)

Solucién 1. :
e Comprobamos que se cumple para n = 1
sin()(sin(z)) = sin?(x)

e Supondremos que se cumple para n, y demostremos que entonces se cumple para n + 1,
es decir:

sin(z)(sin(z) + sin(3x) + - - +sin((2n — 1)x) +sin((2(n + 1) — 1)x)) = sin?((n + 1)z)
Como estamos suponiendo que se cumple que
sin(z)(sin(x) + sin(3z) + - - + sin((2n + 1)x)) = sin®(nx)
la parte de la izquierda de la primera expresién puede escribirse como
sin?(nz) + sin(z) sin((2n + 1)z))
recordamos ahora la férmula del coseno de la suma:

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(B) sin(A)
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(B) sin(A)

sumando ambas tenemos
cos(A — B) — cos(A + B) = 2sin(A) sin(B)

y aplicando a
sin(x) sin((2n + 1)x)) = %(COS(?TML‘) — cos(2(n + 1)x)>

u recordando ahora la formula de coseno del angulo mitad

1+ cos(A)
2

1+ c;)s(A) N cos(A) — cos?(A/2) — 1

cos(A/2) =+ 5

= cos?(A/2) =
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% <cos(2nx) —cos(2(n + 1)x)> =
= cos?(nz) — % —cos?((n+ 1)z) + % =

= cos?(nz) — cos®((n + 1)x)

y por tanto, juntando todo llegamos a que:

sin?(nz) + sin(z) sin((2n + 1)z)) =

= sin®(nx) + cos®(nx) — cos’((n + 1)x) =
=1—cos*((n+1)x) =

=sin’((n + 1))
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Sea z € R. Demostrar por induccién las siguientes igualdades;

2sin(z)(cos(z) + cos(3z) + - - - + cos((2n — 1)x)) = sin(2nx)

Solucién 2. :
e Comprobamos que se cumple para n = 1
2sin(z)(cos(x)) = sin(2z)
lo cual es cierto por la férmula del seno de la suma
sin(A + B) = sin(A) cos(B) 4+ sin(B) cos(A) si A=B = sin(2A4) = 2sin(A) cos(A)
e Supondremos que se cumple para n, y demostremos que entonces se cumple para n + 1,
es decir:
2sin(z)(cos(x) + cos(3z) + - - - + cos((2n — 1)z) 4 cos((2(n + 1) — 1)x) = sin(2(n + 1)x)
Como estamos suponiendo que se cumple que
2sin(x)(cos(z) + cos(3z) + - - - + cos((2n — 1)x)) = sin(2nx)
la parte de la izquierda de la primera expresion puede escribirse como
sin(2nx) 4 2sin(z) cos((2n + 1)z))
recordamos ahora la férmula del seno de la suma:
sin(A + B) = sin(A) cos(B) + sin(B) cos(A)
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — sin(B) cos(A)

sumando ambas tenemos que
sin(A + B) +sin(A — B) = 2sin(A) cos(B)
y aplicando a
2sin(z) cos((2n + 1)z)) = sin(2(n + 1)z) + sin(—2nz) =
= sin(2(n + 1)x) — sin(2nz)
y por tanto, juntando todo llegamos a que:
sin(2nzx) + 2sin(x) cos((2n — 1)z)) =
= sin(2nz) + sin(2(n + 1)z) — sin(2nz) =
=sin(2(n + 1)z)
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